Lecgon 157 - Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

Cadre : K est un corps, E un K-ev de dimension finie n, K est la cléture algébrique de

. Endomorphismes trigonalisables. —

. Outils de trigonalisation. —

— Pro+Def : Pour tout f € End(E), il existe un unique polynéme unitaire p1y € K[X]
qui engendre I’idéal des polynémes annulant f. On "appelle polynéme minimal de f.

— Def+Pro: Pour f € End(E), B une base de E, on définit x ¢(X) := det(Mat(f, B)—
X1,,) le polynéme caractéristique de f.
X s ne dépend pas du choix de la base de E.

— Théoréme de Hamilton-Cayley : x;(f) =0, cad pr|x;-

— Def : Soit f € End(E). Pour A € K une valeur propre de f, on définit E) :=
Ker(f — M\.1dg) l'espace propre associé a la valeur propre A.

— Pro : Soit A une valeur propre de f. Soit vy la multiplicité de (X — A) dans xs. On
aalors : 1 < dim(Ker(f — A\.Idg)) < vy.

— Lemme des noyaux : Soit P = P;..P, € K[X] avec P; premiers entre eux.
Alors Ker(P(f)) = @:Ker(Pi(f))

. Définitions et caractérisations. —

— Def : Une matrice M € M, (K) est trigonalisable sur K si elle est semblable dans
Gl,(K) & une matrice triangulaire supérieure.
Def : f € End(E) est trigonalisable dans E si pour une base B de E, Mat(f, B) est
trigonalisable sur K.
Rem : La matrice de f dans une base est trigonalisable ssi la matrice de f dans toute
base est trigonalisable.
— Thm : Soit f € End(E). On a les équivalences :

i) f est trigonalisable dans E.

ii) x¢ est scindé sur K.

iil) py est scindé sur K.

iv) 1l existe P € K[X] scindé tel que P(f) = 0.
— Cor : Si K est algébriquement clos, tout endomorphisme est trigonalisable.
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—Ex: B= 1 0
— App : VA € M,,(C), det(exp(A)) = exp(Tr(A)).
— App : VA e M, (K), Tr(A) = Z)\GSp?(A) Avy, et det(A) = xesp_(a)A™.
— App : Si K est algébriquement clos, VA € M,,(K) on a: Spg(P(A)) = P(Spk(A)).
— Contre-ex : Pour la matrice B précédente, on a Spr(B) = () maisSpr(B?) = {—1}.

est trigonalisable sur C mais pas sur R.

. Trigonalisation simultanée. —

— Pro : Si deux endomorphismes u et v commutent, alors les espaces propres de u et
I'm(u) sont v-stables.

— Pro : Soit (f;)ier une famille quelconque d’endomorphismes trigonalisables de E qui
commutent deux a deux.
Alors il existe une base B de E dans laquelle Vi € I, Mat(f;, B) est triangulaire
supérieure.

1 10 100
— Contre-ex: [0 1 O] et [0 1 1] sontsimultanément trigonalisables mais ne
0 0 1 0 0 1

commutent pas.

— Pro : La somme et la composée d’endomorphismes trigonalisables qui commutent
est encore trigonalisable.

— Pro: Pour M,N € M, (K), U+~ MU — UN est trigonalisable sur M,,(K) ssi M et
N sont trigonalisables sur K".

. Endomorphismes nilpotents. —

1. Définition et caractérisations. —

— Def : f € End(E) est nilpotent ssi 3k > 0 tq f* = 0.
Pour r le plus petit entier tel que f" = 0, on dit que f est nilpotente d’indice r.

— Def : On définit A (E) I'ensemble des endomorphismes nilpotents de E.

— Exemple de matrice nilpotente.

— Pro : Si f est nilpotent d’indice r alors pf = X".

— Rem : Le théoreme de Hamilton-Cayley nous assure que l'indice de nilpotence r
vérifie r < n.

— Rem : La relation entre valeurs propres de f et facteurs irréductibles de degré 1 de
X ¢ nous permet de conclure que f € A (E) & xf = (—1)" X",

— Pro : Soit f nilpotente d’indice r. Alors il existe x € E tel que (z, f(z),.., f*1(x))
soit une famille libre.

— Thm : Soit f € End(E). f € /' (F) < f est trigonalisable et Spx (f) = {0}
0 0 O

— Contreex: A= [0 0 —1] € M,(R) est de spectre réduit & 0 mais n’est pas
01 0

nilpotente car x4 = —X (X2 +1).

— Thm : Sicar(K)=0,ona f € A (E) & Tr(ff)=0vV1 <k <n.

— Contre-ex : En caractéristique p, les I;f sont de trace nulle mais I;, n’est pas nilpo-
tente.

. Le cone nilpotent N (E). —

— Rem : La somme et la composée de deux nilpotents qui commutent est nilpotente.

1 1 0 -1 0 0 . .
— Contre-ex : (1 _1> + <0 0 ) + <_1 0> est inversible.

— Pro: A(FE) n’est pas stable par multiplication/addition d’endomorphismes nilpo-
tents quelconques, mais il est stable par multiplication par un scalaire.
A (E) est ainsi un cone.

— Pro: Vect(#(E)) = Ker(Tr).



Dessin du cone nilpotent en dimension 2 en annexe.

. Applications a la réduction. —

. Décomposition de Jordan-Chevalley. —

Pro: Pour x; = P;..P, € K[X] avec P; premiers entre eux deux & deux, la projection
sur Ker(P;(f)) parallelement a @;;Ker(P;(f)) est un polynéme en f.

Dev : Décomposition de Jordan-Chevalley : Soit f € End(E) tel que xs est scindé
sur K.

Alors il existe un unique couple (d,n) € End(E)? tel que :

i) d est diagonalisable, n est nilpotent.

ii)f=d + n.

iii) n et d commutent.

iv) d et n sont des polyndmes en f.

Algorithme de calcul de d et n par méthode de Newton polyndmiale.

. Réduction de Jordan des endomorphismes nilpotents. —

Def : Le bloc de Jordan de taille 7 > 1 associé a A, et noté J, », est la matrice de
M, (K) avec X sur la diagonale, et des 1 juste au-dessus de la diagonale.

Def : Pour r > 2, on définit N, € M,.(K) la matrice avec des 1 juste au-dessus de la
diagonale. On définit Ny = (0) € M;(K).

Pro: Soit » > 1. On a J, = A.I. + N;, et NV, est nilpotente d’indice r.

Théoréme de réduction de Jordan des endomorphismes nilpotents : Soit f € A (E)
d’indice r. Alors il existe une base B de E et des 0 < n; < .. < ny < r tels que
Mat(f,B) = Diag(Np,, .., Ny,).

Rem : Deux matrices par blocs de la forme donnée par le théoreme de réduction de
Jordan nilpotent ne sont pas semblables.

010 010
Ex: |0 0O 0] n’est pas semblablea {0 0 1
0 0 1 0 0 O
Cor : Le nombre de classe de similitude de .4 (F) est égal au nombre de partitions
de dim(E).
Pro : Soit f € End(E) et A € Spp(f). Alors la restriction de (f — \.Idg) a

Ker(f — A\1Idg)"* est nilpotente d’indice < vy.

Théoreme de réduction de Jordan des endomorphismes trigonalisables : Soit f €
End(F) trigonalisables. Soient \; les valeurs propres de f. Alors il existe une base B
de E dans laquelle Mat(f, B) est une matrice diagonale de blocs de Jordan Jri e
Rem : La décomposition de Jordan d’un endomorphisme trigonalisable est unique a
Pordre pres des blocs diagonaux.

. Propriétés topologiques. —

Pro: Pour K = RouC, f — d dans la décomposition de Dunford n’est pas continue.
Dev : Soit n>1et A€ M,(C). On a les propriétés suivantes :
i) La matrice A est nilpotente ssi 0 appartient & "adhérence de la classe de similitude

de A.
ii) La matrice A est diagonalisable ssi la classe de similitude de A est fermée.
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